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Нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) имеет многочисленные приложения в математической физике
(нелинейная оптика, теория волн и другие). Алгебра симметрии L12 и оптимальная система подалгебр для НУШ
построена Ганьоном и Винтерницем (1989). Она является центральным расширением алгебры Галилея L11, допускае-
мой уравнениями газовой динамики. На основе анализа универсальных инвариантов оптимальной системы подалгебр
доказано, что трехмерные алгебры симметрии НУШ порождают 27 существенно различных подмоделей. В рабо-
те получен перечень инвариантных и частично инвариантных решений НУШ, отвечающих существенно трехмерным
нелинейным структурам. Большинство этих решений является существенно новыми и не исследовались ранее. Их
изучение является перспективным для таких приложений, как нелинейная теория волн, конденсат Бозе–Эйнштейна
и др.
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1. Введение
Теоретико-групповые методы позволяют строить широкие классы точных решений диффе-
ренциальных уравнений произвольного вида, независимо от числа переменных, типа и пр. [1]
Особенно эффективно их применение к дифференциальным уравнениям, описывающим мате-
матические модели механики континуума и физики.




+ ∆ψ + |ψ|2ψ = 0, (1.1)







Оно имеет многочисленные приложения в математической физике (нелинейная оптика, тео-
рия волн, конденсат Бозе — Эйнштейна и другие). Особый интерес представляют многомерные
решения уравнения (1.1), поскольку в этом случае оно не интегрируется методом обратной зада-
чи рассеяния [2].
В работе построены все подмодели (фактор-уравнения) уравнения (1.1), отвечающие его
трехмерным алгебрам симметрии. Для всех таких алгебр найдены универсальные инварианты
и определен тип возможного теоретико-группового решения: инвариантное (9 cущественно раз-
личных типов) или частично инвариантное (18 cущественно различных). Тем самым показано, что
существует большое число точных решений уравнения (1.1), описывающих существенно много-
мерные физические структуры, перспективные для дальнейшего изучения.
Основным результатом работы является следующая
Теорема 1. Трехмерные алгебры симметрии НУШ (1) порождают 27 существенно
различных подмоделей. Среди них 9 инвариантных, из них 6— ранга один и 3 — ранга
два; 18 частично инвариантных, из них 17 — ранга два и 1 — ранга три. Лишней, не
инвариантной, функцией во всех частично инвариантных подмоделях является фаза
Φ.
Заметим, что отдельные подмодели для уравнения (1) рассматривались в работах [3-7].
2. Доказательство теоремы
Новые искомые функции: амплитуда A и фаза Φ вводятся следующим образом: ψ = AeıΦ.





+ ∆A−A|∇Φ|2 +A3 = 0,
∂A
∂t
+A∆Φ + 2(∇A,∇Φ) = 0.
(2.1)
В цилиндрических координатах x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z (r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2pi) лапласиан





r∂r + ∂zz и система (2.1) имеет вид:








At +A∆CΦ + 2(ArΦr +
1
r2
ΦϕAϕ +AzΦz) = 0.
(2.2)
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Алгебра симметрии L12 для уравнения Шредингера (1.1), записанного в виде системы (2.1),
имеет следующий базис [3]:
X1 = ∂t,
X2 = ∂x, X3 = ∂y, X4 = ∂z,
X5 = z∂y − y∂z, X6 = x∂z − z∂x, X7 = y∂x − x∂y,
X8 = 2t∂x + x∂Φ, X9 = 2t∂y + y∂Φ,
X10 = 2t∂z + z∂Φ, X11 = ∂Φ, X12 = 2t∂t + x∂x + y∂y + z∂z −A∂A.
(2.3)
Построим подмодели уравнения Шредингера (1.1) или, что то же, фактор-уравнения экви-
валентной ему системы (2.1), порожденные трехмерными подалгебрами алгебры симметрии L12.
Оптимальная система ΘL3 построена в [1]. Она задает список классов, представителей трехмер-
ных подалгебр алгебры L12 с точностью до внутренних автоморфизмов. Этим представителям
отвечают существенно различные точные решения уравнения (1), отвечающие соответствующим
подалгебрам симметрии. Мы приводим оптимальную систему ΘL3, оснащенную инвариантами и
упорядоченную по типу решений, порождаемых ее представителями (инвариантное или частично
инвариантное).
Напомним, что рангом подмодели называют число инвариантных независимых переменных.
Факторуравнение есть результат подстановки представления теоретико-группового решения в
исходную систему уравнений. Для инвариантных подмоделей все искомые функции имеют инва-
риантное представление. Для частично инвариантных это не так: инвариантов алгебры не хватает
для построения такого представления, и некоторые искомые функции остаются произвольны-
ми. Их число называется дефектом частично инвариантной подмодели. При подстановке такого
представления в искомые уравнения они распадаются на две подсистемы: инвариантную для ин-
вариантных функций и переопределенную систему для неинвариантных функций. Последнюю
нужно приводить в инволюцию, получая все условия совместности. Этот процесс для конкрет-
ных уравнений оказывается весьма сложным и громоздким. Вместе с тем частично инвариантные
решения обладают большим произволом по сравнению с инвариантными.
Результаты приведены в таблице 1.
В первом столбце таблицы 1 приведен порядковый номер k подалгебры L3,k (нумерация
совпадает с [1]), во втором — базис подалгебры в терминах операторов (2.3) (при этом оператор
Xk обозначается номером k) и условия на константы. В третьем столбце таблицы указана систе-
ма координат, в которой посчитаны инварианты, перечисленные в четвертом столбце. При этом
введены обозначения: D — декартова система координат, C — цилиндрическая относительно
оси z. Сокращения ИР(n) и ЧИР(n) означают инвариантные и частично инвариантные реше-
ния ранга n. Все частично инвариантные решения имеют дефект 1, лишней функцией при этом
является фаза Φ.
Таблица 1
№ Базис С. К. Инварианты
ИР(1)
6 10 + a1, 2, 3, a > 0 D az − t2, a2Φ− azt+ 2
3
t3, A
50 10 + a1 + b7, 2, 3, a > 0,
b > 0
-//- -//-
7 10, 2, 3 -//- t, z2 − 4tΦ, A
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Продолжение таблицы 1
№ Базис С. К. Инварианты
45 7 + a10, 2, 3, a > 0 -//- -//-
8 1, 2, 3 -//- z,A,Φ
9 1 + a11, 2, 3, a 6= 0 -//- at− Φ, z, A
47 7 + a1 + b11, 2, 3, a 6= 0,
b ≥ 0
-//- bt− aΦ, z, A
23 8 + a2, 9 + b3, 10, a > 0,
a 6= b 6= 0
-//- t, 2tx2(2t+b)+2ty2(2t+a)+(2t+a)(2t+
+ b)(z2 − 4tΦ), A
24 8 + a2, 9, 10, a > 0 -//- t, (2t+ a)(z2 + y2 − 4tΦ) + 2tx2, A
25 8, 9 + a3, 4, a > 0 -//- t, (2t+ a)(x2 − 4tΦ) + 2ty2, A
27 2, 3, 4 -//- t,Φ, A
49 7 + a4, 2, 3, a > 0 -//- -//-







+ 2b ln t− 4Φ
4 7 + a11, 4, 1, a ≥ 0 C r, aϕ + Φ, A
5 7 + a11, 4, 1 + b11, a ≥ 0,
b 6= 0
-//- r, aϕ + bt+ Φ, A
21 8, 9, 10 -//- t, r2 + z2 − 4tΦ, A
41 7 + a10, 8, 9, a > 0 -//- -//-
22 8, 9, 10 + a4, a > 0 -//- t, (2t+ a)(r2 − 4tΦ) + 2tz2, A
42 10 + a4 + b7, 8, 9 a 6= 0,
b > 0
-//- -//-
26 8, 9, 4 -//- t, r2 − 4tΦ, A
44 7 + a4, 8, 9, a > 0 -//- -//-






t, 4(aϕ + Φ) + 2b ln t− z2
t
55 12+ b11, 1, 7+a11, a ≥ 0,
b ∈ R
-//- zr , rA, b ln r − aϕ− Φ
















+ 2b ln t− 4Φ
65 12 + a7 + b11, 8, 9, a > 0,
b ∈ R
-//- -//-







66 12 + a7 + b11, 2, 3 a > 0,
b ∈ R
-//- -//-
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Продолжение таблицы 1
№ Базис С. К. Инварианты
63 12 + a7 + b11, 1, 4, a > 0,
b ∈ R
-//- a ln r + ϕ, rA,Φ− b ln r
64 12 + b11, 1, 4, b ∈ R -//- ϕ, rA,Φ− b ln r
ИР(2)
46 2, 3, 7 D t, z, A,Φ
43 7, 8, 9 C t, r2 − 4tΦ, z, A
52 5, 6, 7 -//- t, r2 + z2, A,Φ
ЧИР(2)
1 8, 9 + a3, 11, a > 0 D t, z, A
3 8, 9, 11 -//- -//-
17 2, 3, 11 -//- -//-
30 8+a3, 9−a2+ b3, 11, a >
0, b 6= 0
-//- -//-
31 8 + a3, 9 − a2, 11, a > 0 -//- -//-
35 9, 3 + a2, 11, a > 0 -//- -//-
48 7 + a11, 2, 3, a > 0 -//- -//-
51 7 + a11, 8, 9, a > 0 -//- -//-
15 10, 2, 11 D t, y, A
38 10 + a2, 4, 11, a > 0 -//- -//-
2 8+ b3, 9+ b2+ c3+a4, 11,
a > 0, b ≥ 0, c ∈ R
-//- t, a(bx− 2ty)− z(b2 − 4t2 − 2tc), A
16 10 + a3, 2, 11, a > 0 -//- 2ty − az, t, A
18 10 + a1, 3, 11, a > 0 -//- t2 − az, x,A
36 10 + a1 + b9, 3, 11, a > 0
b > 0
-//- -//-
19 1, 4, 11 -//- x, y,A
34 10 + a1, 4, 11, a > 0 -//- -//-
28 8, 9+ a2+ c3+ b4, 11, a ≥
0, b > 0, c ∈ R
-//- t, by − (2t+ c)z,A
29 8+a3, 9+b2+c3+d4, 11,
a 6= b, a > 0, b, c ∈ R, d >
0
-//- t, d(ax− 2ty) + (4t2 + 2tc− ab)z,A
37 10 + a2, 4 + b3, 11, a > 0
b > 0
-//- t, b(az − 2tx)− ay,A
12 7, 10, 11 C t, r, A
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Продолжение таблицы 1
№ Базис С. К. Инварианты
13 7, 4, 11 -//- -//-
40 7 + a4, 10, 11, a > 0 -//- -//-
10 7, 10 + a1, 11, a > 0 -//- r, t2 − az,A
11 7, 1, 11 -//- r, z, A
14 7 + a1, 4, 11, a > 0 -//- r, t+ aϕ,A
32 7 + a10 + b1, 4, 11, a > 0,
b ≥ 0
-//- -//-
20 7 + a4, 1, 11, a > 0 -//- r, aϕ + z,A
39 7 + b4, 10 + a1, 11, a > 0
b > 0
-//- −a(bϕ− z) + t2, r, A














59 12 + a7, 4, 11, a ≥ 0 -//- -//-
58 12 + a7, 1, 11, a ≥ 0 -//- zr , rA, a ln r + ϕ
ЧИР(3)
33 10, 4, 11 D t, x, y, A
Мы видим, что некоторые подалгебры имеют совпадающие инварианты. Это так называе-
мый эффект дублирования [8].
3. Фактор-системы для каждого типа решений
Выпишем существенно различные фактор-системы. В скобках указываются подмодели, эк-
вивалентные данной. Некоторые из этих систем допускают понижение порядка и интегрирова-
ние, напримерL3,7, L3,26, L3,27. Мы не делаем этого в данной работе, поскольку её целью являет-
ся описание всех теоретико-групповых решений заданного вида. Исследованию таких решений
будут посвящены специальные работы.








где c — некоторая константа.
а) Подмодели L3,6 (L3,50) соответствует фактор-система (3.1) при k1 = k3 = 1, k2 = 0.
Представление решения:
A = u(λ),Φ = btz − 2
3
b2t3 + v(λ), где b = 1a, λ = z − bt2.
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б) Подмодели L3,8 соответствует фактор-система (3.1) при k3 = 1, k1 = k2 = 0. Представ-
ление решения:
A = u(z),Φ = v(z).
в) Подмодели L3,9 (L3,47) соответствует фактор-система (3.1) при k2 = k3 = 1, k1 = 0.
Представление решения:















а) Подмодели L3,7 (L3,45) соответствует фактор-система (3.2) при k1 = 1, k2 = k3 = 0.
Представление решения:




б) Подмодели L3,23 соответствует фактор-система (3.2) при k1 = k2 = k3 = 1. Представле-
ние решения:










в) Подмодели L3,24 соответствует фактор-система (3.2) при k1 = k2 = 1, k3 = 0. Представ-
ление решения:







г) Подмодели L3,25 соответствует фактор-система (3.2) при k1 = k2 = 1, k3 = 0. Представ-
ление решения:







д) Подмодели L3,27 (L3,49) соответствует фактор-система (3.2) при k1 = k2 = k3 = 0. Пред-
ставление решения:
A = u(t),Φ = v(t).
е) Подмодели L3,21 (L3,41) соответствует фактор-система (3.2) при k1 = 3, k2 = k3 = 0.
Представление решения:




ж) Подмодели L3,22 (L3,42) соответствует фактор-система (3.2) при k1 = 2, k2 = 1, k3 = 0.
Представление решения:







з) Подмодели L3,26 (L3,44) соответствует фактор-система (3.2) при k1 = 2, k2 = k3 = 0.
Представление решения:
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u− 1r u′ − u3 + k1bu,
(3.3)
где c — некоторая константа.
а) Подмодели L3,4 соответствует фактор-система (3.3) при k1 = 0. Представление решения:
A = u(r),Φ = v(r)− aϕ.
b) Подмодели L3,5 соответствует фактор-система (3.3) при k1 = 1. Представление решения:
















+ u3 = 0,




′ − k5u2 = 0.
(3.4)





,Φ = b ln t
2
− aϕ+ v(λ), где λ = r√
t
.








+ b ln t
2












− b ln t
2
− aϕ+ v(λ), где λ = r√
t
.








+ b ln t
2
+ v(λ), где λ = z√
t
.
д) Подмодели L3,61 (L3,66) соответствует фактор-система (3.4) при k4 = k5 = 1, k1 = k2 =




,Φ = b ln t
2
+ v(λ), где λ = z√
t
.
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5) Фактор-система:{
(k1a
2 + 1)u′′ − k12au′ − u(1 + b2 + 2abv′ + (k1a2 + 1)v′2) + u3 = 0,
(k1a
2 + 1)uv′′ − 2bu− k12auv′ + k12abu′ + 2(k1a2 + 1)u′v′ = 0.
(3.5)




r ,Φ = b ln r + v(λ), где λ = a ln r + ϕ.




r ,Φ = b ln r + v(ϕ).
6) Подмодель L3,55. Представление решения:
A =
u(λ)




(λ2 + 1)u′′ + 3λu′ + u(1− b2 − a2 + 2bλv′ − (λ2 + 1)v′2) + u3 = 0,(
u2v′(λ2 + 1)
)
′ − 2b(λu)′ + λuv′ = 0.
3.2. Ранг 2
7) Подмодель L3,46. Представление решения:
A = u(t, z),Φ = v(t, z).
Фактор-система:{ − uvt + uzz − uv2z + u3 = 0, ut + uvzz + 2uzvz = 0.
8) Подмодель L3,43. Представление решения:







u = vt + v
2
z , ut + u(
1
t
+ vzz) + 2uzvz = 0.
9) Подмодель L3,52. Представление решения:
A = u(t, λ),Φ = v(t, λ), где λ = r2 + z2.
Фактор-система: {
− uvt + 6uλ + 2λuλλ − 4λuv2λ + u3 = 0,
ut + 6uvλ + 2λuvλλ + 8λuλvλ = 0.
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3.3. Частично инвариантные решения. Ранг 2
1) Подмодель L3,1 (L3,3, L3,17, L3,30, L3,31, L3,35, L3,48). Представление решения:












ut + u(vxx + vyy + vzz) + 2uzvz = 0.
(3.6)
Система (10) является переопределенной системой двух уравнений для функции
v = v(t, x, y, z).
Условия совместимости будут уравнениями на инвариантную функцию
u = u(t, z).
Их получение представляется весьма нетривиальной задачей. Инвариантная система в этом слу-
чае имеет вид
ux = uy = 0.
Аналогично устроены и все остальные фактор-уравнения, описывающие ЧИР.
Подмодель L3,15 (L3,38). Представление решения:
A = u(t, y),Φ = v(t, x, y, z).
Фактор-система эквивалентна факторсистеме подмодели L3,1.
2) Подмодель L3,2. Представление решения:
A = u(t, λ),Φ = v(t, λ, y, z), где λ = a(bx− 2ty)− (b2 − 4t2 − 2ct)z.
Фактор-система:

(a2b2 + 4a2t2 + (b2 − 4t2 − 2ct)2)uλλ + u3
u = vt+
+ 2 ((c+ 4t)z − ay) vλ + a2b2v2λ + (vy − 2atvλ)2 + (vz + (b2 − 4t2 − 2ct)vλ)2,
ut + 2 ((c+ 4t)z − ay) uλ + u(vλλ(a2b2 + 4a2t2 + (b2 − 4t2 − 2ct)2)+
+ vyy + vzz + 2atvyλ+ (b
2 − 4t2 − 2ct)vzλ) + a2b2uλvλ − 2atuλ(vy − 2atvλ)+
+ (b2 − 4t2 − 2ct)uλ(vz + (b2 − 4t2 − 2ct)vλ) = 0.
3) Подмодель L3,16. Представление решения:
A = u(t, λ),Φ = v(t, x, y, λ), где λ = 2ty − az.
Фактор-система:

(4t2 + a2)uλλ + u
3
u = vt + 2yvλ + v
2
x + 4t
2v2λ + (vz − avλ)2,
ut + 2yuλ + u(vxx + 4t
2vλλ + vzz − 2avzλ + a2vλλ) + uλvλ(4t2 − a+ a2) = 0.
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4) Подмодель L3,18 (L3,36). Представление решения:

















5) Подмодель L3,19 (L3,34). Представление решения:
A = u(x, y),Φ = v(t, x, y, z).
Фактор-система: 

uxx + uyy + u
3










6) Подмодель L3,28. Представление решения:
A = u(t, λ),Φ = v(t, x, λ, z), где λ = by − (2t+ c)z.
Фактор-система:

(b2 + (2t+ c)2)uλλ + u
3
u = vt − 2zvλ + v2x + b2v2λ + (vz − (2t+ c)vλ)2,
ut − 2zuλ + u(vxx + b2vλλ + vzz − 2(2t+ c)vλz + (2t+ c)2vλλ)+
+ 2b2uλvλ − 2(2t + c)uλ(vz − (2t+ c)vλ) = 0.
7) Подмодель L3,29. Представление решения:




(a2d2 + 4d2t2 + (4t2 + 2ct− ab)2)uλλ + u3
u =
= vt + 2(4t
2 + 2ct− ab)vλ + (a2d2 + 4t2d2 + (4t2 + 2ct− ab)2)v2λ−
− 4tdvyvλ + 2(4t2 + 2ct− ab)vzvλ,
ut + 2(4t
2 + 2ct− ab)uλ + u(vλλ(a2d2 + 4d2t2 + (4t2 + 2ct− ab)2)+
+ vyy + vzz − 4dtvyλ + 2(4t2 + 2ct− ab)vzλ)+
+ 2((a2d2 + 4d2t2 + (4t2 + 2ct− ab)2)uλvλ − 2dtuλvy + (4t2 + 2ct− ab)uλvz) = 0.
8) Подмодель L3,37. Представление решения:
A = u(t, λ),Φ = v(t, x, y, λ), где λ = 2btx+ ay − abz.
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Фактор-система:

(4b2t2 + a2 + a2b2)uλλ + u
3





+ (4b2t2 + a2 + a2b2)v2λ + 4btvxvλ + 2avyvλ,
ut + 2bxuλ + u(vxx + vyy + (4b
2t2 + a2 + a2b2)vλλ+
+ 4btvxλ + 2avyλ) + 2((4b
2t2 + a2 + a2b2)uλvλ + 2btuλvx + auλvy) = 0.
9) Подмодель L3,12 (L3,13, L3,40). Представление решения:




















r vr + vzz) + 2urvr = 0.
10) Подмодель L3,10. Представление решения:

















r vr + a
2vλλ) + 2(urvr + a
2uλvλ) = 0.
11) Подмодель L3,11. Представление решения:





r + uzz + u
3













r vr + vzz) + 2(urvr + uzvz) = 0.
12) Подмодель L3,14 (L3,32). Представление решения:
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13) Подмодель L3,20. Представление решения:








+ a2)uλλ + u
3










(vϕϕ + 2vϕλ + vλλ) +
1
r vr + a
2vλλ) + 2(urvr +
1
r2
(vϕ + vλ)uλ + a
2uλvλ) = 0.
14) Подмодель L3,39. Представление решения:









+ 1)uλλ + u
3





(vϕ − abvλ)2 + a2v2λ,
2tuλ + u(vrr +
1
r2
(vϕϕ − 2abvϕλ + a2b2vλλ) + 1r vr + a2vλλ)+
+ 2(urvr − ab
r2
(vϕ − abvλ)uλ + a2uλvλ) = 0.




,Φ = v(t, λ, ϕ, µ), где λ = r√
t








+ uµµ + u
3
u = tvt −
λ
2













vλ + vµµ) + 4(uλvλ + uµvµ) = 0.




,Φ = v(t, λ, µ, z), где λ = r√
t








































17) Подмодель L3,58. Представление решения:
A =
u(λ, µ)
r ,Φ = v(t, r, λ, µ), где λ =
z
r , µ = a ln r + ϕ.
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3.4. Ранг 3
18) Подмодель L3,33. Представление решения:
A = u(t, x, y),Φ = v(t, x, y, z).
Фактор-система: 

uxx + uyy + u
3







ut + u(vxx + vyy + vzz) + 2(uxvx + uyvy) = 0.
Как и для ЧИР ранга 2, уравнения представляют собой переопределенную систему уравненй
для функции v. Её необходимо приводить в инволюцию.
Таким образом, число существенно различных подмоделей, порожденных трехмерными ал-
гебрами симметрии НУШ, равно 27. Среди них 9 инвариантных, из них 6 — ранга один и 3 —
ранга два, 18 частично инвариантных, из них 17 — ранга два и 1 — ранга три. Вопрос о редукции
последних должен решаться при анализе фактор-системы.
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